XIV Réduction des endomorphismes des espaces euclidiens

XIV.A Questions de cours :

1) Si un sous-espace est stable par une isométrie vectorielle, alors son orthogonal est également stable.

2) Théoréme spectral

3) Montrer que tout élément de SO3(R) est semblable a ((1) };Je).

XIV.B Exercices :

Exercice 1: **

Soit A € M,,(R). Montrer que *AA est diagonalisable et montrer que ses valeurs propres sont
réelles positives.

| r

Exercice 2: **** Théoréme de Courant-Fischer

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n et A\; < Ay < --- < A, ses valeurs propres rangées
par ordre croissant. Soit également (eq, ..., e,) une base orthonormale de vecteurs propres associés,
ie f(ek) = )\kek.
On désigne par Vj, le sous-espace vect(ey, ..., ex), par Wy le sous-espace vectoriel vect(eg, ..., e,)
et par Fy, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de R™ de dimension k € {1,...,n}. On pose, pour
tout z € R™ non-nul,
(Az, x)

[E

1. Montrer que A\; = ming.o Ra(z) et que A\, = max,-o Ra(z).

Ra(z) =

2. Montrer que max,ey;\ {0} Ra(z) = Ag.

3. Soit V un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k. Vérifier que VNWj, # {0}. En déduire
que maxev\ (o} Ra(z) > Ag.

4. Déduire des questions précédentes le théoréme de Courant-Fischer :

A = i R .
k ‘/tréglkwgl/a\‘?{io} A(x)

Exercice 3: **** Décomposition polaire

| r
\

1. Soit S € S;F(R)
(a) Démontrer qu’il existe 7' € S;7(R) telle que 7% = S.
(b) Démontrer que T est unique en considérant les sous-espaces propres des endomor-
phismes canoniquement associés a S et T’

2. Soit A € GL,(R)
(a) Montrer que ‘A4 € ST (R).
(b) Montrer qu'il existe une unique couple (O;S) € O,,(R) x S;FT(R) telles que A = OS.
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Exercice 4: **

Soit w un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien F. On pose

k= sup [A
AESP(u)

Veérifier
Vz € E, |lu(z)| < kllz]-

En déduire que |jul| = &
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Exercice 5: *** Composantes connexes de GI,(R) et Gi,(C)

Déterminer les composantes connexes de GL,(R), de GL,(C).

Exercice 6: **** Une premiére étape pour la simplicité de SO(3).

1. (Cours) Montrer que tout élément de SO(3) est O(3)-semblable & une matrice de la forme :

1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf

2. En déduire que (le groupe) SO(3) est connexe par arcs.

3. Soit h € H un élément non trivial. On considére ’application

- SO033) — R
7T g = Ti(lg.h))

Montrer que ¢(SO(3)) = [a, 3] pour un certain a que l'on ne déterminera ps

Exercice 7: **

| '

Soit a, b, c trois réels. On pose S=a+b+cet o =ab+bc+acet A=

o o
SR O
ISEY

1. Donner une CNS sur S et o pour que A € O3(R)
2. Donner une CNS sur S et o pour que A € SO3(R)

Exercice 8: **** générateurs de O(F) et SO(E)

1. Montrer que O(F) est engendré par les réflexions.
(Indication : montrer que toute isométrie s’écrit comme produit d’au plus n réflexions.)

2. En déduire que SO(E) est engendré par les retournements.
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Exercice 9: *** Déterminant de Gram

Soit E un espace euclidien de dimension n. Si (z1,...,,,) est une famille de E, on pose
(1, 21) o {T1,Tm)
G(xlu"‘vmm) = (<miamj>)1§i,j§m = € Mm(R)
(l‘m,.'E1> <xma$m>
la matrice de Gram de la famille (21, . . ., Zs,). On note |G(z1, . . ., ., )| le déterminant de la matrice
de Gram G(z1,...,Zm).
1. Montrer que G(x1,...,2) est inversible si et seulement si la famille (z1,...,2,,) est libre.
2. Soit F un sous-espace vectoriel strict de E, et (1, ...,2,,) € F™. Soit x € F+. Montrer que
|Gz, 21, .., Zm)| = ||2]2|G (=1, .- . s 2m)]-
3. En déduire que si (21,...,T,) est une base de F, et « € E, alors
G(z,Z1,. .., Tm)|
d(z. F 2 — | ’ ) s m )
( ’ ) |G(x1,...,xm)|
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